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Dualite´ de Van den Bergh
et Structure de Batalin-Vilkoviskiˇı sur les alge`bres de Calabi-Yau
Thierry Lambre 1
Re´sume´ : Nous montrons que la notion de calcul de Tamarkin-Tsygan a` dualite´ permet
de construire des structures de Batalin-Vilkoviskiˇı dans un cadre ge´ne´ral. Nous montrons
que la dualite´ de Van den Bergh des alge`bres est un calcul de Tamarkin-Tsygan a` dualit.
Ceci permet notamment de retrouver la structure BV des alge`bres de Calabi-Yau mise en
e´vidence par V. Ginzburg.
Summary : The abstract notion of Tamarkin-Tsygan calculus with duality gives Batalin-
Vilkoviskiˇı structures in a general setting. We apply this technique to the case of Van den
Bergh duality for algebras to prove that Calabi-Yau algebras are BV-algebras.
Classification AMS : 16 E 40, 20 J 06, 55 U 30.
Introduction.
V. Ginzburg a montre´ re´cemment que les alge`bres de Calabi-Yau sont des alge`bres de
Batalin-Vilkoviskiˇı (en abre´ge´, BV-alge`bres).
The´ore`me ([Gi, 3.4.3]). Soit A une alge`bre de Calabi-Yau et soit (H∗(A,A),∪, [ , ])
l’alge`bre de cohomologie de Hochschild de A, munie de sa structure d’alge`bre de Gersten-
haber. Il existe un ge´ne´rateur ∆ du crochet de Gerstenhaber [ , ], c’est-a`-dire qu’il existe
une application ∆ : H∗(A,A)→ H∗−1(A,A) satisfaisant a` la relation
[α, β] = ∆(α ∪ β)− (−1)pα ∪∆(β)−∆(α) ∪ β
pour tout α ∈ Hp(A,A) et β ∈ Hq(A,A).
Afin de commenter ce re´sultat, introduisons quelques notations.
Notons B : H∗(A,A) → H∗+1(A,A) le bord de Connes en homologie de Hochschild ([C],
[L]). Soit d la dimension cohomologique de l’alge`bre de Calabi- Yau et soit
V dB : H∗(A,A)→ Hd−∗(A,A)
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l’isomorphisme de dualite´ de Van der Bergh ([VdB]).
Soient α ∈ Hp(A,A), β ∈ Hq(A,A) et z ∈ Hr(A,A). La contraction
ια : Hr(A,A)→ Hr−p(A,A)
est de´finie par ια(z) = z ∩ α (le symbole ∩ de´signe ici le cap-produit, voir paragraphe 2).
Les deux ingre´dients essentiels de la de´monstration du the´ore`me de V. Ginzburg sont les
suivants.
1) La contraction satisfait l’identite´ remarquable suivante de Tamarkin-Tsygan ([T-T]).
(TT ) ι[α,β] = [[B, ια]gr, ιβ ]gr,
o dans le membre de droite de cette expression, les crochets [ , ]gr de´signent des commuta-
teurs gradue´s.
2) L’inverse D = (V dB)−1 de l’isomorphisme de dualite´ de Van den Bergh satisfait l’identite´
remarquable de Ginzburg ([Gi], 3.4.3).
(G) D(z ∩ α) = D(z) ∪ α.
Soit d la dimension de l’alge`bre de Calabi-Yau. A partir des identite´s remarquables (TT )
et (G), il est facile de ve´rifier qu’en posant
∆ = (−1)dDBD−1,
on a la relation de Batalin-Vilkoviskiˇı
(BV ) [α, β] = ∆(α ∪ β)− (−1)pα ∪∆(β)−∆(α) ∪ β.
Autrement dit le the´ore`me de V. Ginzburg affirme que le conjugue´ du bord de Connes en
homologie de Hochschild par l’inverse de l’isomorphisme de dualite´ de Van der Bergh est un
ge´ne´rateur du crochet de Gerstenhaber de l’alge`bre de cohomologie de Hochschild H∗(A,A)
de l’alge`bre de Cabali-Yau A.
Nous e´nonons et employons dans ce texte une ge´ne´ralisation de ce phe´nome`ne pour les
calculs de Tamarkin-Tsygan a` dualite´, objets satisfaisant dans un certain cadre de ge´ne´ralite´
les relations (TT ) et (G).
The´ore`me 1.6. Soit (H∗,H∗, κ, c) un calcul de Tamarkin-Tsygan a` dualite´, de classe
fondamentale c ∈ Hd (voir de´finition 1.3). NotonsD = (c∩ − )
−1 l’inverse de l’isomorphisme
de dualite´. Alors un ge´ne´rateur du crochet de Gerstenhaber de H∗ est ∆ = (−1)dDκD−1
et l’alge`bre de Gerstenhaber H∗ est une BV -alge`bre.
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Pour exploiter ce re´sultat ge´ne´ral dans le cadre de la dualite´ de Van den Bergh des alge`bres,
nous montrons que l’isomorphisme de dualite´ de Van den Bergh s’exprime comme le cap-
produit par une certaine classe fondamentale canoniquement associe´e aux alge`bres con-
side´re´es.
The´ore`me 4.2. Soit A une alge`bre a` dualite´ de Van den Bergh, de module dualisant
D = Hd(A,Ae), de classe fondamentale c ∈ Hd(A,D). Alors, pour tout A
e-module M et
pour tout entier p ≥ 0, le cap-produit
c ∩ − : Hp(A,M)→ Hd−p(A,D ⊗A M)
est un isomorphisme.
Les re´sultats 1.6 et 4.2 permettent de fournir une de´monstration du the´ore`me de V. Ginzburg.
Dans diverses situations analogues, une dualite´ en terme de cap-produit est bien connue.
C’est le cas notamment en cohomologie des groupes ([B-E]) mais aussi dans un cadre de
ge´ome´trie de Poisson (voir par exemple [H] et [X]). Dans ces diffe´rents contextes (groupes,
alge`bres ou ge´ome´trie de Poisson), le cap-produit par une certaine classe fondamentale est
un isomorphisme.
En ce sens, les alge`bres de Calabi-Yau apparaˆıssent comme l’analogue alge´brique des groupes
a` dualite´ de Poincare´ orientables. Pour se convaincre de la pertinence de cette affirmation,
il peut tre utile de s’aider du dictionnaire analogique suivant.
Groupes a` dualite´ Alge`bres a` dualite´
Z A
Z[G] Ae = A⊗k A
op
Cohomologie des groupes Cohomologie des alge`bres
Hp(G,M) = Extp
Z[G](Z,M) H
p(A,M) = ExtpAe(A,M)
Groupe de type FP Alge`bre de type FP
Dimension cohomologique
d = pdimZ[G](Z) d = pdimAe(A)
Module dualisant
D = Extd
Z[G](Z,Z[G]) D = Ext
d
Ae(A,A
e)
Classe fondamentale
Hd(G,D) ∼= HomZ[G](D,D) Hd(A,D) ∼= HomAe(D,D)
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The´ore`me de dualite´
Bieri-Eckmann (1973) Van den Bergh (1998)
si G de type FP si A de type FP
si G de dimension cohomologique d si A de dimension cohomologique d
si Exti
Z[G](Z,Z[G]) = 0, i 6= d si Ext
i
Ae(A,A
e) = 0, i 6= 0
si D est sans torsion sur Z si D est Ae-inversible
alors
le cap-produit par la classe fondamentale est un isomorphisme
Groupe a` dualite´ de Poincare´ orientable Alge`bre de Calabi-Yau
D ∼= Z comme Z[G]-module D ∼= A comme Ae-module
avec action triviale de G avec action triviale de Ae
Ce texte est organise´ comme suit.
1. Structure BV pour les calculs de Tamarkin-Tsygan a` dualite´.
2. Rappels sur les structures multiplicatives en the´orie de Hochschild.
3. Alge`bres de type FP .
4. Dualite´ de Van den Bergh.
5. Une de´monstration du the´ore`me de V. Ginzburg.
6. Une de´monstration d’un re´sultat de M. Kontsevich.
1. Structure BV pour les calculs de Tamarkin-Tsygan a` dualite´.
De´finition 1.1. Soit H∗ = ⊕p≥0H
p un k-espace vectoriel gradue´. On note L∗ le k-espace
vectoriel gradue´ de´cale´, Lp = Hp+1. Pour α ∈ Hp, on pose | α |= p et deg(α) = p− 1.
On dit que H∗ est une alge`bre de Gerstenhaber s’il existe des ope´rations ∪ et [ , ] telles
que :
1) (H∗,∪) est une alge`bre gradue´e commutative, c’est-a`-dire une alge`bre dans laquelle on
a la relation α ∪ β = (−1)|α|·|β|β ∪ α.
2) (L∗, [ , ]) est une alge`bre de Lie gradue´e, c’est-a`-dire qu’on a la relation d’antisyme´trie
gradue´e
[α, β] = (−1)deg(α)·deg(β)[β, α]
et l’identite´ de Jacobi gradue´e
(−1)deg(α)deg(γ) [α, [β, γ]] + (−1)deg(β)deg(α) [β, [γ, α]] + (−1)deg(γ)deg(β)[γ, [α, β]] = 0.
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3) Pour tout α ∈ Lp, [α, − ] est une de´rivation de degre´ deg(α) de l’alge`bre gradue´e
commutative (H∗,∪), c’est-a`-dire qu’on a la relation
[α, β ∪ γ] = [α, β] ∪ γ + (−1)deg(α)|β|β ∪ [α, γ].
De´finition 1.2. Un calcul de Tamarkin-Tsygan est la donne´e d’un triplet (H∗,H∗, κ)
d’espaces vectoriels gradue´s satisfaisant aux conditions a), b) et c) ci-dessous.
a) (H∗, ∪, [ , ]) est une alge`bre de Gerstenhaber telle que k ⊂ H0.
b) H∗ est un (H
∗, ∪)-module gradue´, c’est-a`-dire qu’il existe une application k-line´aire
Hp ⊗k Hr → Hr−p
α⊗ z → z ∩ α
telle que pour z ∈ Hr et α ∈ H
p, en posant ια(z) = (−1)
rp z ∩ α , on a la relation
ια ◦ ιβ = ια∪β .
c) Il existe une application κ : H∗ → H∗+1 telle que κ
2 = 0 et telle qu’en posant
Lα = [κ, ια]gr = κ ια − (−1)
|α|ια κ,
la relation suivante est satisfaite :
(TT ) [Lα, ιβ ]gr = ι[α,β].
Remarque : Dans un calcul de Tamarkin-Tsygan (H∗,H∗, κ), l’espace vectoriel gradue´ H∗
est un (L∗, [ , ])-module de Lie gradue´ pour l’ope´ration
Lp−1 ×Hr → Hr−(p−1)
α⊗ z → Lα(z),
c’est-a`-dire qu’on a la relation L[α,β] = [Lα, Lβ]gr = LαLβ − (−1)
deg(α)deg(β)LβLα.
De´finition 1.3. Soit (H∗,H∗, κ) un calcul de Tamarkin-Tsygan. On dit que ce calcul est
un calcul de Tamarkin-Tsygan a` dualite´ s’il existe c ∈ Hd tel que c ∩ 1 = c et tel que pour
tout entier p,
c ∩ − : Hp → Hd−p
est un isomorphisme.
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Cet isomorphisme est appele´ isomorphisme de dualite´. L’e´le´ment c est appele´ classe fonda-
mentale du calcul de Tamarkin-Tsygan a` dualite´.
Proposition 1.4. (formule de Ginzburg, [G], 3.4.3. (i)) Soit (H∗,H∗, κ, c) un calcul de
Tamarkin-Tsygan a` dualite´, de classe fondamentale c ∈ Hd. Soit D = (c ∩ − )
−1 l’inverse
de l’isomorphisme de dualite´. Alors pour tout α ∈ Hp et tout z ∈ Hr, dans Hr−p, on a
l’e´galite´
(G) D(z ∩ α) = D(z) ∪ α.
De´monstration. Soit z ∈ Hr. Par l’isomorphisme de dualite´, il existe β ∈ H
d−r tel que
z = c ∩ β, ce qui s’e´crit encore D(z) = β. Pour tout α ∈ Hp, on a donc
z ∩ α = (c ∩ β) ∩ α
= (−1)rp ια(c ∩ β)
= (−1)rp (−1)d(d−r) ια ιβ (c)
= (−1)rp+d(d−r) ια∪β (c)
= (−1)rp+d(d−r) (−1)(p+d−r)d c ∩ (α ∪ β)
= (−1)rp+d(d−r)+(p+d−r)d (−1)p(d−r)c ∩ (β ∪ α)
= c ∩ (D(z) ∪ α),
ce qui s’e´crit encore D(z ∩ α) = D(z) ∪ α.
Lemme 1.5. Soit (H∗,H∗, κ, c) un calcul de Tamarkin-Tsygan a` dualite´, de classe fonda-
mentale c ∈ Hd. Soit D = (c ∩ − )
−1 l’inverse de l’isomorphisme de dualite´. On de´finit
∆ : H∗ → H∗−1 par
∆ = (−1)d D κ D−1.
Soient z ∈ Hr, α ∈ H
p et β ∈ Hq. Alors on a la relation
D(z) ∪ [α, β] = (−1)(d−r) ∆(D(z) ∪ α ∪ β) − (−1)p(r+d+1)+d−r α ∪∆(D(z) ∪ β)
−(−1)(d−r) ∆(D(z) ∪ α) ∪ β − (−1)pq−1+d−r ∆(D(z)) ∪ (α ∪ β).
De´monstration. D’apre`s la formule de Ginzburg 1.4, on a
D(z ∩ [α, β]) = D(z) ∪ [α, β].
Par ailleurs, z ∩ [α, β] = (−1)(p+q−1)r ι[α,β](z). On a donc
D(z ∩ [α, β]) = (−1)(p+q−1)r D(ι[α,β](z)).
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La relation (TT ) de 1.2 s’e´crit
ι[α,β] = [[κ, ια]gr, ιβ ]gr
d’o
D(z ∩ [α, β]) = (−1)(p+q−1)rD(ι[α,β](z)) = (−1)
(p+q−1)r (A−B − C −D)
avec
A = D κ ια∪β (z),
B = (−1)p D ια κ ιβ (z),
C = (−1)(p−1)q D ιβ κ ια (z)
et D = (−1)(p−1)(q+1) D ια∪β κ (z).
Calculons successivement ces quatre termes en utilisant sans cesse la relation ∆D = (−1)d Dκ
ainsi que la formule de Ginzburg. Les calculs conduisent a`
A = D κ ια∪β(z)
= (−1)d (−1)(p+q)r∆(D(z ∩ (α ∪ β)))
= (−1)d+(p+q)r∆(D(z) ∪ α ∪ β).
De manie`re analogue
B = (−1)p D (ια (κ ιβ (z)))
= (−1)p (−1)(r−q+1)p D(κ ιβ (z) ∩ α)
= (−1)p+(r−q+1)p (D κ ιβ (z)) ∩ α
= (−1)p+(r−q+1)p (−1)d∆D(ιβ(z)) ∪ α
= (−1)p+(r−q+1)p+d (−1)rq∆D(z ∩ β) ∪ α
= (−1)p+(r−q+1)p+d+rq∆(D(z) ∪ β) ∪ α
= (−1)p+(r−q+1)p+d+rq (−1)(d−r+q−1)pα ∪∆(D(z) ∪ β)
= (−1)p+dp+rq+d α ∪∆(D(z) ∪ β).
De manie`re analogue, on obtient
C = (−1)r(p−q)+d∆(D(z) ∪ α) ∪ β.
Enfin, on a
D = (−1)(p−1)(q+1) D ια∪β κ(z)
= (−1)(p−1)(q+1) (−1)(r+1)(p+q) D(κ(z) ∩ (α ∪ β))
= (−1)(p−1)(q+1)+(r+1)(p+q) D(κ(z)) ∪ (α ∪ β)
= (−1)(p−1)(q+1)+(r+1)(p+q) (−1)d ∆(D(z)) ∪ (α ∪ β).
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Ces quatre calculs ache`vent la de´monstration du lemme 1.5.
Corollaire 1.6. Soit (H∗,H∗, κ, c) un calcul de Tamarkin-Tsygan a` dualite´. Alors H
∗ est
une BV-alge`bre. Plus pre´cise´ment, en supposant c ∈ Hd et en notant D = (c ∩ − )
−1
l’inverse de l’isomorphisme de dualite´, un ge´ne´rateur du crochet de Gerstenhaber de H∗ est
∆ = (−1)d DκD−1
et la relation
[α, β] = ∆(α ∪ β)− (−1)pα ∪∆(β)−∆(α) ∪ β
est satisfaite.
De´monstration. On applique la formule 1.5 a` z = c, classe fondamentale du calcul de
Tamarkin-Tsygan. Graˆce a` c ∈ Hd, D(c) = 1 et ∆(1) = 0, on aboutit a`
[α, β] = ∆(α ∪ β)− (−1)pα ∪∆(β)−∆(α) ∪ β,
ce qui montre que ∆ est un ge´ne´rateur du crochet de Gerstenhaber de H∗.
2. Rappels sur les structures multiplicatives en the´orie de Hochschild.
Soient k un corps et A une k-alge`bre. On pose Ae = A ⊗k A
op. Soit M un Ae-module a`
gauche. La cohomologie et l’homologie de Hochschild de A a` valeur dans M sont respecti-
vement donne´es par H∗(A,M) = Ext∗Ae(A,M) et H∗(A,M) = Tor
Ae
∗ (A,M). On sait qu’en
posant Cp(A,M) = Homk(A
⊗p,M), on a Hp(A,M) = Hp(C∗(A,M), b) o b : Cp(A,M)→
Cp+1(A,M) est le bord de Hochschild de´fini pour f ∈ C∗(A,M) par
bf(a1, · · · , ap+1) = a1f(a2, · · · , ap+1)− f(a1a2, a3, · · · , ap+1) + · · ·
+(−1)pf(a1, · · · , ap−1, apap+1) + (−1)
p+1f(a1, · · · , ap)ap+1.
De manie`re analogue, en posant Cr(A,M) =M ⊗kA
⊗r, on a Hr(A,M) = Hr(C∗(A,M), b)
o b : Cr(A,M)→ Cr−1(A,M) est donne´ par la formule
b(m,a1, · · · , ar) = (ma1, a2, · · · , ar)− (m,a1a2, a3, · · · , ar) + · · ·
+(−1)r−1f(m,a1, · · · , ar−2, ar−1ar) + (−1)
r(arm,a1, · · · , ar−1).
Rappelons les de´finitions des diffe´rents produits pre´sents.
Le cup-produit.
Il s’agit d’une application k-line´aire
∪ : Hp(A,M) ⊗k H
q(A,N)→ Hp+q(A,M ⊗A N).
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E´crivons α ∈ Hp(A,M) sous la forme α = cl(f) et de meˆme β ∈ Hq(A,N) sous la forme
β = cl(g) o f ∈ Cp(A,M) et g ∈ Cq(A,N) sont des b-cocycles. On de´finit l’e´le´ment f ∪ g
de Cp+q(A,M ⊗A N) par la formule
f ∪ g(a1, · · · , ap+q) = (−1)
pqf(a1, · · · , ap)⊗A g(ap+1, · · · ap+q).
La formule b(f ∪ g) = bf ∪ g + (−1)pf ∪ bg montre que f ∪ g est un b-cocycle de`s que f et
g le sont, ce qui permet de´finir α ∪ β comme la classe de cohomologie du b-cocycle f ∪ g.
Le cap-produit.
Il s’agit d’une application k-line´aire
∩ : Hr(A,N) ⊗k H
p(A,M)→ Hr−p(A,N ⊗A M).
E´crivons z ∈ Hr(A,N) sous la forme z = cl(z) o z = (n, a1, · · · , ar) est un b-cycle de
Cr(A,N). Ecrivons α ∈ H
p(A,M) sous la forme α = cl(f) o f est un b-cocycle de Cp(A,M).
De´finissons l’e´le´ment z ∩ f de Cr−p(A,N ⊗A M) par la relation
z ∩ f = (−1)rp(n⊗A f(a1, · · · , ap), ap+1, · · · , ar).
La relation b(z)∩f = z∩bf+(−1)pb(z∩f) montre que z∩f est un b-cycle de Cr−p(A,N ⊗A M).
Ceci permet de de´finir z ∩ α = cl(z ∩ f) comme la classe d’homologie de ce cycle.
Le cup-produit et le cap-produit sont relie´s par la formule suivante, de de´monstration
imme´diate a` partir des de´finitions ci-dessus.
Pour z ∈ Hr(A,N), α ∈ H
p(A,M) et β ∈ Hq(A,M ′), dans Hr−(p+q)(A, N ⊗A M ⊗A M
′),
on a l’e´galite´
(z ∩ α) ∩ β = z ∩ (α ∪ β).
Le crochet de Gerstenhaber.
Soient α ∈ Hp(A,A) et β ∈ Hq(A,A). E´crivons α = cl(f) et β = cl(g) avec f et g cocycles
respectifs de Cp(A,A) et de Cq(A,A). Pour de´finir le crochet de Gerstenhaber [α, β] ∈
Hp+q−1(A,A) de α et β, on introduit les applications k−line´aires f ◦i g : A
⊗p+q−1 → A,
de´finies pour 1 ≤ i ≤ p par
f ◦i g(a1, · · · , ap+q−1) = f(a1, · · · , ai−1, g(ai, · · · , ai+q−1), ai+q, · · · ap−1+q).
On pose ensuite
f ◦ g =
p∑
i=1
(−1)(i−1)(q−1)f ◦i g
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et enfin
[f, g] = f ◦ g − (−1)(p−1)(q−1)g ◦ f.
Gerstenhaber a montre´ la formule
b(f ◦ g) = f ◦ b(g) + (−1)q−1b(f) ◦ g + (−1)q−1(g ∪ f − (−1)pqf ∪ g).
Ceci montre que le crochet [f, g] ∈ Cp+q−1(A,A) de deux cocycles f et g est e´galement un
cocycle. La classe de cohomologie du cocycle [f, g] est par de´finition le crochet [α, β] des
classes α et β.
M. Gerstenhaber a montre´
The´ore`me 2.1. ([Ge]) L’alge`bre de cohomologie de Hochschild H∗(A,A) est une alge`bre
de Gerstenhaber.
Le bord de Connes. ([C], [L])
Le bord B : Cr(A,A)→ Cr−1(A,A) est donne´ par la formule
B(a0, a1 · · · , ar) =
r∑
j=0
(−1)jr(1, aj , · · · , ar, a0, · · · , aj−1).
Compte tenu de la relation Bb + bB = 0, le bord de Connes induit un morphisme de
k-espaces vectoriels, qu’on note e´galement B par abus de language :
B : Hr(A,A)→ Hr+1(A,A).
D’apre`s un re´sultat de D. Tamarkin et B. Tsygan, on a
The´ore`me 2.2. ([T-T]) Le triplet (H∗(A,A),H∗(A,A), B) est un calcul de Tamarkin-
Tsygan.
3. Alge`bres de type FP .
De´finition 3.1. Soient k un corps et A un k-alge`bre associative. On dit que A est une
alge`bre de type FP si l’alge`bre A admet une re´solution projective de longueur finie par des
Ae-modules projectifs de type fini.
Pour une alge`bre A de type FP , la dimension cohomologique de A est
d = pdimAe(A).
On pose
D = Hd(A,Ae).
Rappelons ([B-T]) que le k-espace vectoriel D = Hd(A,Ae) est un Ae-module a` gauche.
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On ve´rifie sans difficulte´ la proposition suivante.
Proposition 3.2. Le cap-produit
Hd(A,D)⊗k H
d(A,Ae)→ H0(A, D ⊗A A
e)
z ⊗ α→ z ∩ α
fournit un morphisme k-line´aire
Hd(A,D)→ HomAe(D,D).
z → z ∩ −
Proposition 3.3. Soit A une alge`bre de type FP de dimension cohomologique d. Pour
tout Ae-module M , l’application
Hd(A,M)→ HomAe(D,M)
z → (z ∩ −)|D
est un isomorphisme de k-espace vectoriels.
De´monstration. Le cap-produit
Hd(A,M) ⊗k H
d(A,Ae)→ H0(A,M ⊗A A
e) ∼=M
fournit un morphisme
Hd(A,M)→ Hom(D,M)
z → (z ∩ −)|D
et on ve´rifie facilement que l’application z ∩ − est Ae-line´aire.
Soit P∗ une A
e-re´solution projective de type fini de A, de longueur d. On a
Hi(A,M) = Hi(P∗ ⊗Ae M).
En particulier on a la suite exacte courte
(1) 0→ Hd(A,M)→ Pd ⊗Ae M → Pd−1 ⊗Ae M.
Posons P
∗
= HomAe(P∗, A
e). On a H i(P
∗
) = H i(A,Ae). En particulier, on a la suite
exacte courte
(2) P
d−1
→ P
d
→ Hd(A,Ae) = D → 0.
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Par application du foncteur HomAe(−,M) a` la suite exacte courte (2), on obtient la suite
exacte
(3) 0→ HomAe(D,M)→ HomAe(P
d
,M)→ HomAe(P
d−1
,M).
Puisque les Pi sont projectifs de type finis, on a des isomorphismes
HomAe(P
i
,M) ∼= Pi ⊗Ae M
et la suite exacte (3) s’e´crit donc
(4) 0→ HomAe(D,M)→ Pd ⊗Ae M → Pd−1 ⊗Ae M.
Les suites exactes (1) et (4) fournissent l’isomorphisme Hd(A,M) ∼= HomAe(D,M).
Remarque : Pour M = D, la proposition 3.3 montre que
Hd(A,D)→ HomAe(D,D).
z → z ∩ −
est un isomorphisme. Ceci conduit a` la de´finition suivante.
De´finition 3.4. Soit A une alge`bre de type FP , de dimension cohomologique d. L’unique
e´le´ment c de Hd(A,D) tel que
(c ∩−)|D = idD
s’appelle la classe fondamentale de l’alge`bre A.
Proposition 3.5. Soit A une alge`bre de type FP , de dimension cohomologique d, de classe
fondamentale c ∈ Hd(A,D). Pour tout A
e-module M , le cap-produit
c ∩− : Hd(A;M)→ H0(A,D ⊗A M)
est un isomorphisme.
De´monstration. Si M = Ae est libre de rang 1, par de´finition de la classe fondamentale le
cap-produit c ∩ − est l’application id : D → D.
Pour traiter le cas des modules libres, on regarde c∩− comme une transformation naturelle
du foncteur Hd(A,−) vers le foncteur H0(A,D⊗A −). Ces deux foncteurs sont additifs. En
outre, comme tout foncteur Tor, le foncteur H0(A,D ⊗A −) commute aux limites directes.
Puisque A est de type FP , le foncteur ExtdAe(A,−) commute e´galement aux limites directes
([Br], VIII, 4.8, p. 196). Ceci montre que si M est un Ae-module libre, le cap-produit
c ∩− : Hd(A,M)→ H0(A,D ⊗A M) est un isomorphisme.
Enfin, si M est un Ae-module quelconque, on obtient le re´sultat graˆce a` une suite exacte
F ′ → F →M → 0, o F et F ′ sont libres.
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4. Dualite´ de Van den Bergh.
De´finition 4.1. Soit A une alge`bre de type FP de dimension cohomologique d. On dit
que A est une alge`bre a` dualite´ de Van den Bergh si H i(A,Ae) = 0 pour i 6= d et si
D = Hd(A,Ae) est un Ae-module inversible.
Dans ce cas, D est appele´ le module dualisant de l’alge`bre a` dualite´ de Van den Bergh A.
The´ore`me 4.2. Soit A une alge`bre a` dualite´ de Van den Bergh, de module dualisant
D = Hd(A,Ae), de classe fondamentale c ∈ Hd(A,D). Alors, pour tout A
e-module M et
pour tout entier p ≥ 0, le cap-produit
c ∩ − : Hp(A,M)→ Hd−p(A,D ⊗A M)
est un isomorphisme.
De´monstration. Introduisons les foncteurs Hi = Hi(A,D ⊗A −) et Ti = H
d−i(A,−). De
manie`re e´vidente, le foncteur Ti est un foncteur homologique.
Premie`re e´tape : Grce a` H i(A,Ae) = 0 pour i 6= d, montrons que le foncteur Ti est effac¸able
pour i > 0 ([Br], III, 6, p. 72). Par hypothe`se, on a Ti(A
e) = 0 pour i > 0. Par additivite´
du foncteur Ti, on en de´duit Ti(L) = 0 pour i > 0 et L libre de rang fini, donc Ti(P ) = 0,
pour i > 0 et P projectif de type fini. D’apre`s [Br], VIII, 4.6, p. 195, Ti commute aux
limites directes. On en de´duit Ti(L) = 0, pour i > 0 et L libre et donc aussi Ti(P ) = 0 pour
i > 0 et P projectif.
Deuxie`me e´tape : Graˆce a` D inversible, montrons a` pre´sent que Hi est un foncteur ho-
mologique. Soit
0→M ′ →M →M ′′ → 0
une suite exacte courte de Ae-modules. Puisque D est inversible, D est un A-module
projectif a` droite, donc plat. On a par conse´quent la suite exacte courte de Ae-modules
0→ D ⊗A M
′ → D ⊗A M → D ⊗A M
′′ → 0.
Cette suite exacte courte fournit la suite exacte longue
· · · → Hi+1(A,D ⊗A M
′′)→ Hi(A,D ⊗A M
′)→ Hi(A,D ⊗A M)→ Hi(A,D ⊗A M
′′)→ · · ·
c’est-a`-dire qu’on a la suite exacte longue
· · · → Hi+1(M
′′)→ Hi(M
′)→ Hi(M)→ Hi(M
′′)→ Hi−1(M
′)→ · · ·
ce qui montre que Hi est un foncteur homologique.
Troisie`me e´tape : Montrons a` pre´sent que Hi est un foncteur effac¸able pour i > 0. Puisque
D est Ae-inversible, il est A-projectif a` gauche. Donc si P est un Ae-module projectif,
D⊗A P est encore projectif et par conse´quent Hi(P ) = Hi(A,D⊗A P ) est nul pour i > 0.
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Quatrie`me e´tape : D’apre`s la proposition 3.5, c ∩− : T0 → H0 est un isomorphisme.
Cinquie`me e´tape : Par de´calage d’indice (cf [Br], III, 7.3, p. 75), on de´duit de tout ce qui
pre´ce`de que pour tout i > 0, c ∩ − : Ti → Hi est un isomorphisme.
5. Une de´monstration du the´ore`me de V. Ginzburg.
De´finition 5.1. On dit que l’alge`bre A est une alge`bre de Calabi-Yau de dimension d si A
est une alge`bre a` dualite´ de Van den Bergh de dimension cohomologique d dont le module
dualisant D = Hd(A,Ae) est un Ae-module isomorphe a` A.
Soit A une alge`bre de Calabi-Yau de dimension d. PosonsH∗ = H∗(A,A) etH∗ = H∗(A,A).
Soit B le bord de Connes. D’apre`s le re´sultat de Tamarkin et Tsygan rappele´ en 2.2,
(H∗,H∗, B) est un calcul de Tamarkin-Tsygan. Soit c ∈ Hd(A,D) la classe fondamentale
de l’alge`bre A. Du the´ore`me 4.2, nous de´duisons que (H∗,H∗, B, c) est un calcul de
Tamarkin-Tsygan a` dualite´. Compte tenu du the´ore`me 1.6, on a donc montre´
The´ore`me 5.2. (V. Ginzburg) Une alge`bre de Calabi-Yau est une BV-alge`bre. Plus
pre´cise´ment, soit A une alge`bre de Calabi-Yau de dimension d, de classe fondamentale c.
Soit D = c ∩ − l’isomorphisme de dualite´ de Van den Bergh. Alors ∆ := (−1)d DBD−1
est un ge´ne´rateur du crochet de Gerstenhaber de H∗(A,A), c’est-a`-dire que pour tout
α ∈ Hp(A,A) et tout β ∈ Hq(A,A), on a l’e´galite´
[α, β] = ∆(α ∪ β)− (−1)pα ∪∆(β)−∆(α) ∪ β.
6. Une de´monstration d’un re´sultat de M. Kontsevich.
V. Ginzburg attribue le re´sultat suivant a` M. Kontsevich.
The´ore`me 6.1. ([G], 6.1.1). Soit X une varie´te´ oriente´e asphe´rique de dimension 3. Alors
C[pi1(X)], alge`bre du groupe fondamental de X est une alge`bre de Calabi-Yau de dimension
3.
Nous proposons une de´monstration de ce re´sultat sous la forme suivante.
Lemme 6.2. SoitG un groupe a` dualite´ de Poincare´. On supposeG orientable de dimension
cohomologique d. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro ou premie`re a` l’ordre du groupe
G. Alors l’alge`bre du groupe A = k[G] est une alge`bre de Calabi-Yau de dimension d.
Pour de´montrer ce lemme, rappelons le vocabulaire des groupes a` dualite´ de Poincare´ ([B-E],
[Br],VIII, 10).
On dit qu’un groupe G est de type FP si Z admet une Z[G]-re´solution de longueur finie
par des Z[G]-modules projectifs de type fini. Dans ce cas, la dimension cohomologique d
du groupe G est d = pdimZ[G]Z.
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Le groupe G de type FP , de dimension cohomologique d est a` dualite´ de Poincare´ si
Exti
Z[G](Z,Z[G]) = 0 pour i 6= 0 et si DG := Ext
d
Z[G](Z,Z[G]) est un Z-module isomorphe a`
Z. Le Z[G]-module DG s’appelle le module dualisant du groupe G.
Le groupe G est a` dualite´ de Poincare´ orientable s’il est a` dualite´ de Poincare´ et si son
module dualisant DG est un Z[G]-module isomorphe au Z[G]-module trivial Z.
Proposition 6.3. Soient G un groupe, k un corps de caracte´ristique ze´ro ou premie`re
a` l’ordre de G, et soit A l’alge`bre du groupe k[G]. On suppose que G est un groupe de
type FP de dimension cohomologique d. Alors l’alge`bre A est une alge`bre de type FP de
dimension cohomologique d et pour tout i on a des isomorphismes de Ae-modules
ExtiAe(A,A
e) ∼= Exti
Z[G](Z,Z[G]) ⊗Z A.
En particulier, siG est a` dualite´ de Poincare´ de module dualisant DG, alors A est une alge`bre
a` dualite´ de Van den Bergh dont le module dualisant DA est A
e-isomorphe a` DG ⊗Z A.
De´monstration. Puisque k est de caracte´ristique ze´ro ou premie`re a` l’ordre de G, A est un
Z[G]-module plat. Le foncteur
− ⊗Z[G] A : Z[G]-Mod→ A-Mod
est donc exact. Puisque A est un k-module projectif, il est plat. Le foncteur
− ⊗k A : A-Mod→ A
⊗2-Mod
est e´galement exact. Le foncteur compose´ − ⊗Z[G] A
⊗2 est donc exact. Puisque G est de
type FP, de dimension d, il existe une Z[G]-re´solution de longueur d
0→ Pd → · · · → P0 →
ε
Z→ 0
du Z[G]-module trivial Z par des Z-modules projectifs de type fini. Par application du
foncteur exact − ⊗Z[G] A
⊗2 et compte tenu de l’isomorphisme de k-alge`bres Ae ∼= A⊗2, on
obtient une Ae-re´solution de longueur d de A par des Ae-modules projectifs de type fini.
Ceci montre que A est de type FP, de dimension cohomologique d.
Les isomorphismes
ExtiAe(A,A
e) ∼= Exti
Z[G](Z,Z[G])⊗Z[G]A
e ∼= Exti
Z[G](Z,Z[G])⊗Z[G]A
⊗2 ∼= Exti
Z[G](Z,Z[G])⊗ZA
ache`vent la de´monstration de la proposition 6.3.
De´monstration du lemme 6.2. D’apre`s 6.3, puisque G est a` dualite´ de Poincare´, A = k[G]
est a` dualite´ de Van den Bergh et
DA ∼= DG ⊗Z A.
15
Puisque G est orientable, l’action de G sur DG = Z est triviale et on a donc un isomorphime
de Ae-modules DA ∼= A, ce qui montre que A est Calabi-Yau.
Remarques.
- De 6.2 et 5.1, on de´duit que sous les hypothe`ses 6.2, l’alge`bre de cohomologie de Hochschild
de A = k[G] est une BV-alge`bre. Dans le cas des varie´te´s oriente´es asphe´riques de dimension
d, D. Vaintrob [V] a montre´ le lien entre cette structure BV sur H∗(A,A) et la structure
BV de Chas-Sullivan sur l’homologie singulie`re H∗(L(X)) de l’espace des lacets libres sur
X.
- Si G est a` dualite´ de Poincare´ non orientable, l’alge`bre A = k[G] est toujours une alge`bre
a` dualite´ de Van den Bergh mais puisque l’ope´ration de G sur DG = Z n’est pas triviale,
le module dualisant DA de l’alge`bre A est un A
e-module isomorphe au module tordu ϕA,
(c’est-a`-dire g · x · h = ϕ(g)xh) o ϕ est l’isomorphime ϕ : A→ A de´fini par ϕ(g) = ngg avec
ng = g · 1.
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